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Abstract. This is a report on the talk given at the 51st Symposium on Ring Theory and
Representation Theory 2018. We recall how the original definition of Avella-Alaminos–
Geiss invariants can be rephrased by using blossoming, following the article by Asashiba.
These are derived invariants calculable combinatorially from their bound quivers. Lad-
kani has given a formula which describes the dimensions of the Hochschild cohomologies
of a gentle algebra in terms of its Avella-Alaminos–Geiss invariants.

In the latter part we introduce a ‘repetitive’ construction of gentle algebras out of a
gentle algebra in a similar manner as that of the usual repetitive algebras. We show how
the Avella-Alaminos–Geiss invariants of the resulting alegbras are related to those of the
original one.

1. Gentle algebra のAvella-Alaminos–Geiss不変量

早速，gentle代数のAvella-Alaminos–Geiss不変量の定義を述べたい．浅芝先生による
[2]（英訳は [3]）ではオリジナル [4]の定義を分かりやすく言い換えてあるので，主にこれ
に従う．置換の作用をより前面に押し出したBobińskiによる記述 [5]も参考にする．この
記事を通じ，代数というと代数閉体K上有限次元のものとする．
まずは gentle代数に対し，以下の操作を行う．[2]では特に名付けられていないが，後

に [9]や [7]で再発見されており，[9]では blossoming, [7]では fringingという名称で呼ば
れている．

Definition 1. (Q, I)をgentle bound quiverとする．このとき，以下を満たすgentle bound
quiver (Q, I)が得られる．

(1) (Q, I)は (Q, I)の bound subquiverである．
(2) 任意の v ∈ Q0に対し，Qにおける入次数と出次数はともに 2である．
(3) 任意の v ∈ Q0 \Q0は，出次数が 1のソースか，入次数が 1のシンクである．

この (Q, I)を [9]に倣い，(Q, I)の blossomingと呼ぶことにする．

定義から，Q0 \Q0は二つの部分集合

E = {v ∈ Q0 \Q0 | vはソース }, F = {v ∈ Q0 \Q0 | vはシンク }
の直和となる．また，任意の v ∈ Eに対し s(ρ) = vを満たす (Q, I)の極大パスが一意に
存在し，t(ρ) ∈ F となる．この対応により全単射Ψ: E → F が得られる．以降，以下の
記号を用いる．

• E = {s1, . . . , sd}とおく．
• F = {t1, . . . , td}とおく．ここで，Ψ(si) = tiとなるよう添え字付ける．

The detailed version of this paper will be submitted for publication elsewhere.
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• siを始点とする唯一の矢を σiで表す.
• tiを終点とする唯一の矢を τiで表す.

Qの矢の列A = α1α2 · · ·αmであって t(αl) = s(αl+1)かつαlαl+1 ∈ Iを任意の1 ≤ l < m
で満たすものを，アンチパスと呼ぶ．その長さを通常のパスと同様，ℓ(A) = mとする．
アンチパスがさらに t(αm) = s(α1)かつ αmα1 ∈ I，そして任意の 1 ≤ l < mに対し
t(αl) ̸= s(α1)を満たすならば，これをアンチサイクルという．

Qのアンチパスのうち極大なものは必ずEの元から始まり F の元で終わることが分か
る．実際，各 1 ≤ i ≤ dに対しAi = σΦ(i) · · · τiの形の極大アンチパスが存在し，この添え
字の対応で {1, . . . , d}の置換 Φ ∈ Sdが得られる．Φの生成する巡回部分群 ⟨Φ⟩ ≤ Sdの
{1, . . . , d}への作用で，{1, . . . , d} = O1 ⨿ · · · ⨿ Or と軌道分解し，それぞれの軌道Oの
型を

type(O) =
(
|O|,

∑
i∈O

(
ℓ(Ai)− 2

))
と定める．第 2成分に現れる ℓ(Ai)− 2は，極大アンチパスAiから矢 σΦ(i)と τiを除いた
ものの長さである．これを用いて，以下の様に定める．

Definition 2. (Q, I)を gentle bound quiver とする．(q, l) ∈ N×Nに対し，ϕA(q, l) ∈ N
を以下で定める．

ϕA(q, l) =

{
|{長さ lのアンチサイクル }| q = 0のとき

|{型 (q, l)の軌道 }| q > 0のとき

こうして定まる関数 ϕA : N × N → Nを A = KQ/I の Avella-Alaminos–Geiss不変量と
いう．

[4]において，この ϕAがAの導来不変量であることが示された．（[12]により，gentle代
数のクラスは導来同値で閉じていることに注意．）既存の不変量との関係として，Ladkani
[8]による以下の式は，Hochschildコホモロジーの次元をAvella-Alaminos–Geiss不変量で
記述している．詳細な証明は [11]で見ることができる．

• dimK HH0(A) = 1 + ϕA(1, 0).

• dimK HH1(A) = 1− χ(Q) + ϕA(1, 1) +

{
ϕA(0, 1) if charK = 2,

0 otherwise.

ここで χ(Q)はQの無向グラフとしてのオイラー数であり，次の様にも表せる．

χ(Q) =
1

2

∑
(q,l)∈N×N

ϕA(q, l)(q − l).

• n ≥ 2では，

dimK HHn(A) = ϕA(1, n) + an
∑
d|n

ϕA(0, d) + bn
∑

d|(n−1)

ϕA(0, d)

となる．ただし，

(an, bn) =


(1, 0) if charK ̸= 2 and n is even,

(0, 1) if charK ̸= 2 and n is odd,

(1, 1) if charK = 2



とする．

上式中に現れる Avella-Alaminos–Geiss不変量は主に ϕA(0, l)と ϕA(1, l)である一方，
χ(Q)の表示を除き q ≥ 2なる ϕA(q, l)が現れないことが観察される．このため，「ϕA(q, l)
（q ≥ 2）も何らかのコホモロジー的な意味を持つか」という問が生じる．これに答えるた
め，次の操作を考える．

2. 有限回 gentle repetition

Definition 3. kを正の整数とする．(Q, I)を gentle bound quiverとする．以下の 4ステッ
プで得られる gentle bound quiver (Q(k), I(k))を，(Q, I)の k-回 gentle repetitionと呼ぶ
ことにする．

Step 1. (Q, I)の blossoming (Q, I)をとる．

Step 2. 各 1 ≤ i ≤ kに対し，(Q, I)のコピーを用意し，(Q
[i]
, I

[i]
)とおく．直和して，bound

quiver

(P , J) :=
⨿

1≤i≤k

(Q
[i]
, I

[i]
) =

( ⨿
1≤i≤k

Q
[i]
,
⊕
1≤i≤k

I
[i])

を得る．対応するコピーの元（頂点や矢，パスなど）には上付き添え字（[i]）を付
すことにする．

Step 3. (P , J)を以下の様に修正し，gentle bound quiver (P ′, J ′)を得る．

(i) 任意の 1 ≤ i < kおよび 1 ≤ p ≤ dに対し，新たな矢ϖ
[i]
p を s(ϖ

[i]
p ) = s(τ

[i]
p )，

t(ϖ
[i]
p ) = t(σ

[i+1]
p )となるよう P に付け加える．その後，矢 τ

[i]
p , σ

[i+1]
p と頂点

t
[i]
p , s

[i+1]
p を取り除く．C = {ϖ[i]

p | 1 ≤ i < k, 1 ≤ p ≤ d}とおく．
(ii) 任意の ξ, ξ′ ∈ P ′

1 \ Cおよび ϖ
[i]
p , ϖ

[i′]
p′ ∈ Cに対し以下の様に定めることで，

relation J ′ を定義する．

ξϖ[i]
p ∈ J ′ ⇔ ξτ [i]p ∈ J, ϖ[i]

p ξ ∈ J ′ ⇔ σ[i+1]
p ξ ∈ J,

ξξ′ ∈ J ′ ⇔ ξξ′ ∈ J, ϖ[i]
p ϖ

[i′]
p′ ∈ J ′ ⇔ σ[i+1]

p τ
[i′]
p′ ∈ J.

Step 4. (P ′, J ′)から，頂点 s
[1]
p , t

[k]
p と矢σ

[1]
p , τ

[k]
p を全ての 1 ≤ p ≤ dで取り除き，(Q(k), I(k))

を得る．

このように定義すると，A(k) = KQ(k)/I(k)のAvella-Alaminos–Geiss不変量は以下の通
り求まる．

Proposition 4. 次が成り立つ．

(1) 任意の (n,m) ∈ N>0 × Nに対し，

S(k)(n,m) = {(q, l) ∈ N>0 × N | (n,m) = (
L

k
,
L

q
l +

L

k
(k − 1)), L = lcm(q, k)}

とおくと，

ϕA(k)(n,m) =
∑

(q,l)∈S(k)(n,m)

gcd(q, k)ϕA(q, l)

が成立する．



(2) 任意の l ∈ N>0に対し，

ϕA(k)(0, l) = kϕA(0, l)

が成立する．

メビウスの反転公式を適用することで，以下の様に，前節末尾の問へのある程度の回答
が得られる．

Corollary 5. 任意の (q, l) ∈ N>0 × Nに対し，d = gcd(q, l)とおくとき，

(2.1) ϕA(q, l) =
1

q

∑
c|d

µ(c)ϕ
A(

q
c )

(
1,

q + l

c
− 1

)
が成り立つ．ただし µは通常のメビウス関数を表す．
特に，アンチサイクルが無く，(q, l) ∈ (N>0 ×N>0) \ {(1, 1)}かつ q, lが互いに素ならば

ϕA(q, l) =
1

q
dimHHq+l−1(A(q))

となることが従う．

有限回 gentle repetitionと，[6]で用いられている一般Auslander-Platzeck-Reiten reflec-
tionは以下の様に関係する．

Proposition 6. A = KQ/I を gentle代数とする．以下の条件 (c1),(c2),(c3)を満たす頂
点 x ∈ Q0に関し一般 Auslander-Platzeck-Reiten reflectionを施し得られる gentle代数を
B = KQ′/I ′とおく．

(c1) s(α) = t(α) = xを満たす α ∈ Q1は存在しない．
(c2) Qにおいて，xの入次数と出次数はともに 2である．
(c3) t(β) = xを満たす任意の β ∈ Q1に対し，t(γ) = s(β)かつ γβ ∈ I なる γ ∈ Q1が

存在する．

このとき，任意の正の整数 kに対し，B(k)はA(k)に一般Auslander-Platzeck-Reiten reflec-
tionを k回施して得られる．

命題 4で見たように，A(k) の Avella-Alaminos–Geiss不変量は Aの Avella-Alaminos–
Geiss不変量を用いて記述できる．このことから，ある程度の条件下では有限回 gentle
repetitionが導来同値を保つのではないか，と予想することができる．

3. 導来同値に関する部分的結果

導来同値の構成に傾複体を用いるため，まずはA(k)をより明示的に代数と加群の言葉
で表したい．まずは，以下の様な代数 V (A)をAに付随させる．

Proposition 7. 任意の gentle代数A = KQ/Iに対し，半単純代数V (A)とK-代数の単射
準同型 ηA : A → V (A)であって，E = CokηAが両側A加群として以下を満たすものが存在
する．ただしDA = HomK(A,K)はAの標準的K-双対を表し，{ξ• ∈ DA | ξ ∈ Aはパス}
をその双対基底とする．

• CokηAにはK上の基底 {ξ† | ξ ∈ A はパス } が存在し，次の (1),(2)を満たす．
(1) Aの任意のパス ξに対し ξ† ∈ et(ξ)Ees(ξ)である．
(2) 任意のパスの組 θ, ξ ∈ Aで ℓ(θ) > 0なるものに対し，θξ† ∈ Eは以下を満た
す．ξ†θについても同様．



– DAにおいて θξ• = 0となることと，Eにおいて θξ† = 0となることは
同値．

– もし ℓ(θ) < ℓ(ξ)ならば，パス ω ∈ Aに対し θξ• = ω•がDAで成立する
ことと，θξ† = ω†がEで成立することは同値．

– もし ℓ(θ) = ℓ(ξ)ならば，θξ• = e•aがDAにおいて成り立つことと，あ
るC ∈ K \ {0}が存在しEにおいて θξ† = Ce†aが成り立つことは同値．

さらに，charK ̸= 2でAが条件

• Aのどの極大パス ρに対しても，s(ρ) = s(α)かつ t(ρ) = t(α)を満たすような，ρ
と異なる矢 αは存在しない．

を満たすならば，ηA : A → V (A)は上記の性質で同型を除き一意に特徴付けられる．

詳細は省略するが，現在の方法では実際に V (A)を明示的に全行列環の直積として構成
し，K上の具体的な基底に関する地道な議論で命題 7を証明している．V (A)を用いると，
A(k)を以下の様に実現することができる．この命題も，実際に基底の対応を与え，K-代
数の同型となることを愚直に示し証明を与えている．

Proposition 8. Aを ηAの像と同一視し，V (A)の部分代数とみなす．そうして得られる
全行列環Mk(V (A))の部分代数

A V (A) V (A) · · · V (A)
0 A V (A) · · · V (A)

0 0 A
. . .

...

0 · · · . . . . . . V (A)
0 · · · · · · 0 A


はA(k)と同型になる．

命題 8により，通常の repetitive algebraの場合の議論 ([1])を真似て，A上の傾複体（定

義等は [10]を参照）T • ∈ Kb(projA)からA(k)上の傾複体 T̃ • ∈ Kb(projA(k))を構成する
ことができ，以下が得られる．

Theorem 9. charK ̸= 2とする．A,Bを導来同値な gentle代数とし，傾複体 T •が同型
EndKb(projA)(T

•) ∼= Bを与えるとする．もしA,Bが条件

(i) 両側A-加群としての同型CokηA ∼= DAが存在する．
(ii) Bのどの極大パス ρに対しても，s(ρ) = s(α)かつ t(ρ) = t(α)を満たすような ρと
異なる矢 αは存在しない．

を満たすならば，傾複体 T̃ •によりA(k)とB(k)の間の導来同値が得られる．

この条件 (i)は非常に制限的であるが，現在の証明では標準的K-双対DAに対する [1]
の結果を用いていることもあり，現状では欠かせない条件となっている．
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